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Correction

Probléme N°1

1. (a) Pourtoutx € R,ona:

n n
sinz + Z 2sinxcos2kx = sinx + Z (sin(2k + 1)z — sin(2k — 1)x)
k=1 k=1
= sinz + (sin(2n + 1)z —sinzx) = sin(2n + 1)z.

Ainsi, si z €]0, 7] alors sinz # 0 et donc :

sin(2n + 1)z
sinz

n
1+ 22005 2kx =
k=1

(b) D’apres le question précédente,

T o 2 1 n g
/ de_ﬁ_FQZ/ sin 2kxdx = 7.
0 sin =170

T in(2 1 T n T
(c) Toujours d’apres ce qui précede, on a / xQMda: = / 2*dz + 2 Z / a” sin 2kzdz. Une
0 0 = 0

sinx
T T
intégration par parties donne / ? sin 2kxdr = 252 d’our :
0
™ ,sin(2n+1 RN
0 sinx 3 P k

int
2. La fonction ¢ — % est bien définie et continue ( par prolongement en 0 ) sur [0, +oo], donc Vz > 0,

1 .
. sint . N . . . .
I'intégrale / Tdt existe. A 1'aide d"une intégration par parties, on a pour tout x > 1:
0

/ Smtdt _ —cos(x) +cos1 _/ cos(t) gt
1 1

t x 2

—cos(x . cos(x L
D’une part, lim A + cos 1 = cos 1. D’autre part, la fonction z — (2 ) est intégrable sur [1, +o0,
T—+00 T T
cos(x
g ) < donc
T x
T cos(t T cost
T—>+00 1 t 1 t
T sint . . T gin(t
Il en résulte que lim F(z) = / %dt existe, donc l'intégrale / t()dt est convergente.

1



3. (a) Soitn un élément de N*. Une simple intégration par parties donne :

In—/obf(t) sinntdt = [f(t)( COS"t ] / F(t Cosnt)dt.

\Iy<—+ ‘/f Cosntdt‘<—|— /\f )|dt.

Donc

ou M = sup |f(x)|. Par encadrement il vient sans difficulté
z€[0,b]

lim I, = 0.

n—oo

(b) Comme g est de classe € sur [0, b], alors par opération f est de classe ¢ sur ]0, 1]. De plus

z) —g(0
tim ()= tim D290 g0 = po)
donc f est continue en 0.
o / zg'(z) — g(x) + 9(0)
D’autre part, f est dérivable sur |0,b] et Vx €]0,0], f'(z) = 2 . Comme g est classe
%2, alors )
9(@) = 9(0) + 29/ (0) + Tg"(0) + 2”1 (a)
et

(&) = §'(0) +g"(0) + w2 (2),
59"(0) + &1(2) — =u(e), done lim f(x) = 4"(0)

1
D’apres le théoreme de prolongement d'une dérivée f est dérivable en 0 et f/(0) = 59 ”(0). De plus

. 1 _ ray £ —
avec il_)l%&l(w) = il_I%EQ(IL') = 0. D'ou f'(z) =

f' est continue en 0 et finalement f est de classe €' sur [0, b).
(c) Soitn € N,ona:

b : +o00 :
Ko — Wgl0) = / g(x)smnxdw_/ g(O)Smwdx
0 0

x x
b : +oco
t
= / g(x)snlnxdx/ g(0 )smn dt (poser x =nt)
0 x 0
b +o00
—g(0 t
= / 9(x) = 9(0) sin nadr — / 9(0) s dt
0 T b t
b +00 o
= / f(x)sinnzdx — g(0) / Y G ( poser u =nt)
0 nb u
b
D’apres le lemme de Riemann, la question 3.3a. et puisque f est de classe €', lim f(z)sinnzdz =0
n—oo 0
T sinu
et lim du = 0 car c’est le reste d'une intégrale convergente. D’ot1 :

nh_{glo K, =Wg(0).

1. Soit I un intervalle, a € I, f : I — R une fonction continue sur I et dérivable sur I \ {a}. On suppose que f’ admet en a une
limite finie I. Alors, f est dérivable en a et ' est continue en a avec f'(a) = 1.



4.

(a) Par la relation de Chasles on a :

T sin(2n+ 1)z 2 . sin(2n + 1)z . T . sin(2n + 1)z .
/0 h(x)d$—/0 h(x) ————d —l—[r h(z)——————d

sinx sinx I sinx

Utilisons le changement de variable t = m —  dans la deuxiéme intégrale :

T sin(2n x 0 sin(2n T — 2 sin(2n
ﬁh(@wdw:/ i — 22 t)(_dt):/o SO CURLEY

sin z x sin(m —t) sint

D’ou . ) |
| ™D s~ [ (1) 4 nr - ) I,
0 0

sinx sinzx

(b) Il est clair que g est de classe €2 sur } 0, g} et que Vx € ]O, g] ,

sinx — xcoszx

sin?

g'(x) = (W(x) = W(m — 2)) =— + (h(x) + (7 — x))

sin x
et

sinx — xcosx x —sin2x + zcos? x

5 +(h(z)+h(r—2)) 3

g'(@) = (W'(@)+h" (w—2)) ——+2(H (x)=H (r—2))

De plus lim_g(x) = A(0) + h(r) = g(0), lim g'(x) = H(0) — A'(r) et
lim () = % (h(0) + A(m)) + h"(0) + K" (m).

Donc, d’apres le théoreme de prolongement d’une dérivée, g est deux fois dérivable en 0 et que ces

. . T
dérivées sont continues en 0. Donc g est de classe € sur [O, 5} .
(c)

2 x sin(2n+1 sinz

Ly — W(h(0) + h(r)) = /O (@) +hir —2) G ——
= [,

+oo sin(2n
_/0 g(o)u

dx

T

x teo
) dx—/o (h(0) + h(r))

dt, (poserz = (2n+1)t)

t
— /2 [g(:v)—g(())} sin(2n + l)xdx

0 T

+o00 i
_/7r g(O)Wdt (posert= (2n+1)zx)
2
T . +o0 i
0 x @2n+1)3 U

se prolonge en 0 en une fonction de classe ¢

% gla) — g(0
sur [0, E] , donc par le lemme de Riemann lim 2 g(x) —9(0)
2 n—o0 0 xT

D’aprés la question 3.3b., la fonction x

g9(z) —9(0)

sin(2n + 1)zdx = 0.

T ginw

De plus lim du = 0 car c’est le reste d"une intégrale convergente. D’ot1 :

lim L, = W(h(0) + h(r)).

n—oo



5.

(a) Sion prend h(z) = 1 dans la question 4.4c., on obtient

Tsin(2n + 1)z

T sin(2 1
W_/ sm@n+ Dz g ! dz = W (h(0) + h(r)) = 2W,
0 sin n—oo [q SN x
d’olr:
W:/+OO Sinxdx: il
0 x 2

(b) D’apres la question1.,on a:

™ 22 sin(2n + 1)z w3 s
—————da = 2y —.
/ p=T 23

T sin x 3 prt 2
T2 3 o0 2
2n+1
Donc lim x—wdm - +2 Z 1, mais avec la fonction h(x) = x—, on obtient :
n—oo [y sin x 3 po k2 s
) ™ 22 sin(2n + 1) w2
A ) T s @ WO +h(m) = 5
D'ou:
TG
on 6
. . . . T 3 3r . .
(c) Des intégrations par parties successives donne / x" cos(2kx)dx = 72 " 5 En utisant 1’égalité de
0

la question 1, on obtient :

T ot [sin(2n + 1) P |
S (i Sl N S ) NN

D’ot, par passage a la limite :

pr T s
2 10 6 2t

1 2
Ainsi, g — =,
insi 2 o 90

Probléme N°2

Partie A

(a) Retranchons la premiere colonne a toutes les autres colonnes. Alors D, (a,b,z) = det My(a,b,x) est
égal au déterminant d’une matrice dont la premiére colonne est constituée par des termes du type
mi1 + x et tous les autres coefficients sont des constantes (ne dépendent pas de z). Si on développe ce
déterminant par rapport a la premiére colonne, on trouve que

Dn(a,b,z) =Y (=1)" (ma + ) det(A))
i=1

ot A; est une matrice a coefficients réels. Donc Dy, (a, b, x) est un polyndéme en x de degré inférieur ou
égal a 1. Ainsi, il existe A et u des nombres réels tels que det M,,(a, b, x) = Az + p.



(b)

()

(a)

Dans ce cas z = 0 et donc Dy, (a,b) = i, de plus Dy, (a,b, —a) = —Aa+p et Dy(a,b, —b) = —A\b+ p. Mais,
d’apres la définition de la matrice D, (a,b, —a) = (r1 —a)(r2 — a)...(r, — a) = fn(a) et Dy(a,b, —b) =
fn(b). Ce qui se résume en le systéme :

{—Am +u = fala)

b4 = fa(b)
D'ou A(b — a) = fn(a) — fn(b) et donc A = W et u = fn(a) + Aa. Apres simplification, on
obtient :

a—>b
Pour trouver le résultat lorsque a = b, on va prendre le résultat précédent et faire tendre b vers a. Pour
cela, on va poser b = a 4+ h. On a donc:

(a + h)fn<a) B afn(a + h)
h

_ fn(a)_afn(a‘i‘h}z_fn(a)

Dn(a, a+ h) =

D’autre part, 'application (a,b) +— D,,(a,b) est continue sur R?, car elle est polynémiale en a et b.
D'ou:

fala+h) = fula)

Dy(a,a) = lim Dy(a,a + h) = lim fy(a) —a = fn(a) —af}(a).
h—0 h—0 h
Ona:
rL—T a a a s1 a4 a ... a
a ro — X a a a sz a a
M, (a,a,0) — I, = a a rs— T ... a —|a a s3 a
a a a T a a a Sn

ol pour tout i € [1,n], s; = r; — . D’apres I'étude précédente, on a :

Pp(x) = det(My(a,a,0) — zI,) = gn(a) — agy(a)

ottgn(t) = [[(si =) = [J(ri —2 — ) = fulz + t). Dot

i=1 i=1

Po(z) = fola+2) —af(a+z).

(b) D’apres la question précédente, on obtient :

P,(z) = 1_1(7"Z —a—2x)—a (H(n —a— x))
I1



3.

(a)

(b)

(a)

(b)

n n n

Ona P,(r1 —a) = fu(r1) —af,(r1) = —af,(r) = az 1_[(7’z —ry) = aH(ri —r1). Donc P,(r1 —a) >0
7=1 2;; =2
et a ont méme signe.
n o n n—1
De méme P, (ry, —a) = fu(rn) — af}(rn) = —afy(rn) =a»_ [[(ri=ra) = (=1)""'a ][ (rn — 7:). Donc
j=1i=1 i=1
i#j

le signe de P,,(r, — a) est celui de (—1)"'a.

Pour tout k € [1,n —1],ona:
n n n
P,(ry—a) = az l_I(rZ —rE) = aH(m —TE)
j=11i=1 i=1
1#£j i#£k

= a(rl — rk)...(rk,1 — T‘k) H (Ti - Tk)
i=k+1

= (D" a(rg =)o (rk = rie1) [ (i =)

i=k+1

n
Deméme P, (ry+1—a) = (—1)ka(rk+1 —71)ee(Thy1—TE) H (ri—rgs1), donc Py (rk41—a)Py(rg—a) < 0.
i=k+2
Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe A\, €|ry —a, rp+1 —a| tel que P, (A\g) =0
et ceci pour tout k € [1,n — 1].
e Sin est pair et a > 0, alors hIJP P, (z) = 400 (le coefficient dominant de P, est (—1)" ) et comme
Tr—r+00

P, (r, —a) < 0, donc toujours d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe \,, €]r,, —a, +00[
tel que P,,(\,,) = 0.
e Si n est pair et a < 0, alors Em P,(x) = 400 et P,(r1 — a) < 0, donc il existe A\g €] — 00,1 — a] tel
xX —0oQ
que P,(Xo) = 0.
e Sin estimpair et a > 0, alors lirJlrn P, (x) = —oo et P,(r, —a) > 0, donc toujours d’apres le théoreme
r—r+00

des valeurs intermédiaires, il existe \,, €]r,, — a, +oo[ tel que P,,(\,) = 0.
e Sin estimpair et a < 0, alors lim P,(z) = +oo et P,(r; —a) < 0, donc il existe \g €] — 00,71 — af
——00

x
tel que P,,(A\g) = 0.
En conclusion et dans tous les cas P, posséde n racines réelles distinctes séparées par les nombres
ri —a, 1 <i <mn.Donc M,(a,a) est diagonalisable.
Ce résultat est prévisible car la matrice M, (a, a) est symétrique réelle.
On sait que les valeurs propres de M,,(a, a) sont simples, donc si § est une valeur propre de M, (a,a),
alors dim ker(M,,(a, a) —01,) = 1 et donc rg(My(a, a) — 01,) = n — 1. En particulier tout mineur extrait
de taille n — 1 est non nul, donc A,,_1(a, a) # 0.
Si 0 est une valeur propre de M, (a, a), alors P,(f) = 0 et donc

n 1 B
1+a;r7‘_9_a—07

car  # r; —a, 1 <i <n.Donc pour tout j € [1,n], on obtient :

ai:#*—l—i- a o rj—#
sy —0—a ri—0—a r;j—0—a
1=1

i#]

ou encore



i#]
Ceci se traduit matriciellement par I'égalité suivante :
1
rn—0—a
1

(My(a,a)—0I,) | r2—0—a | =0.

1

™ —0—a
1
r—60—a
1
Donc vg = | 72 =0 — a | est un vecteur propre associé a la valeur propre 6.
1
rm—0—a

(c) vg, et vg, sont deux vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes ¢; et ¢ et comme
M, (a,a) est symétrique réelle, alors leur produit scalaire ( il s’agit du produit scalaire canonique de

R™ ) est nul. Dot :
n

1 1
(v, [va,) = . =0.

- 1TZ'—(91—CL 7“1'—92—@
1=

Partie B

1. Onatoujours P, (z) = fu(a+ ) —af),(a+ z) et P®(z) = f%)(a + z) — af*V(a + z). Comme r est une
racine multiple d’ordre s, alors f,(r) = f.(r) = ... = f$ V() = 0. Dot P¥)(r —a) = 0pour 0 < k < s —2
et par suite r —a est une racine multiple de P,, c’est-a-dire r —a est une valeur propre d’ordre de multiplicité
s —1de M,(a,a).

Localisation des autres valeurs propres de M, (a, a).
n n

Dans ces conditions, on a f,(t) = 1_1(7“Z —t)=(r—1t)° H (ri —t) et par suite :
i=1 i=s+1

)y =—str—t " [ i—t) = (r—1)° Z [1¢r

i=s+1 Jj=s+11i#j

En particulier, on obtient, pour k € [s + 1,n] :

Pu(ri —a) = —a(r —r)* [ (ri—ri)=a(=1)"(rx —1)* ] (e —74)

i=s+17#k 27;;%1
et
Py(rerr —a) = a(=1)"(rkpa —=7)° [ (rr —r2)
i=s+1
i#k+1
Donc le signe du produit P, (ry — a)Py(rr11 — a) est celui de (—1)"7%(—1)""#=2+1 = _1. D’oti, d’apres le

théoreme des valeurs intermédiaires, il existe oy, €]r, — a, rp+1 — af tel que P, (o) = 0.



3.

e Si n est pair lirf P,(x) = +oc et Py(r, —a) = H (rn, —rx) < 0, donc P, admet une racine «,, dans

T—r1+00

k=s+1
k#n
Jrn — a, +o0l.
e Sinestimpair lim P,(x) = —ocoet P,(r, —a) = H (rn, — ) > 0, donc P, admet une racine «,, dans
T—+00
k=s+1
k#n

]TTL —a, +OO[
Finalement la matrice M,,(a, a) admet n racines distinctes : r d’ordre s et n — s racines simples a savoirs les

a, s <k <n.
k

Supposons r; < ry < ... < 1. On a toujours P, (z) = fu(a+z) —af)(a+ x) ot fr(t) = H(TZ —t)* avec

=1
k
Z a; =n.0Ona
=1
PP (x) = fP(a+2z) —afi™(a+2)

Dot PO (ry, —a) = fO(ry) —af (rn) = 0 pour tout 0 <! < oy, — 1. Donc rp, — a est une valeur propre de
M, (a,a) d’ordre de multiplicité oy, — 1.
Cherchons, s’il existe, les autres valeurs propres de M, (a, a). On sait que :

% Q; ai—
Pn(:c) :H(ri—a—x) v 1+02ﬁ :H(ri—a—x) lQn(;p)
i=1 j=1 7 i=1
k
ol Qn(x) = H( —a—1x)+a Z a; H — a — x). Montrons que ), s’annule sur chaque intervalle de
i=1 i=l it

type |1 —a, 41 —al, 1 <1<k —1.Eneffet,ona:

Qn(r —a) = aqy H =) =aqq(ry —ry)...(ri-y — ) (rigr — ) (e — 17)
1#£l

donc le signe de @, (r; — a) est celui de a(—l)l’1 et par suite Q,, (1 — a)Qn(ri+1 — a) < 0, donc il existe
Bi €]r; — a, 1141 — af tel que @, (5;) = 0 et donc nécessairement P, (5;) = 0.
D’autre part, 1131 Qn(x) =le signe de (—1)F x +oc et le signe de Q,(ry — a) est celui de a(—1)""'. Donc il

existe une racine de @,, et donc une valeur propre S, €|ry, +o0|.

En conclusion, le nombre de racines du polyndme caractéristique de M,,(a, a) comptées avec leur ordre de
k

k
multiplicité et Z(O‘i -+ (k-1)+1= Z a; = n. On obtient donc toutes les racines du polyndéme
i=1 i=1
caractéristique F,.
M, (a,a) est une matrice symétrique réelle, donc elle est diagonalisable.
(a) e Pour M,onaSp(M) ={r1 —a,re —a,r3 —a,a,f,ytavecry —a<a<rgo—a<ff<rg—a<~.5i
x = (21,2, ..., x6) est un vecteur propre associé a 0 € {«, 8,v}, alors

6 6
(r1 —9—@):61—}—@2@- =(m —H—a):cg—}—azu’ci =0
i=1 i=1

6 6
(rg—H—a)xg—i-aZa:i = (r2—0—a)x4+a2xi =0

i=1 i=1

6 6

(r3—0—a)x5+a2xi = (r3—9—a)w6+a2wi =0
i=1 =1



1 1 1 1 1 1
Dou b} ) b bl b
rm—0—a' rm—-0—arp—0—arpo—0—a rs—0—a r3—0—a
socié a 6.
Calcul pour la matrice N :

) est un vecteur propre as-

Ps(z) = fela+x)—afi(a+x)
= (m—a—a)3(re—a—x)>+3a(r1 —a—2z)*(ro —a—x)*> +3a(r1 —a —z)*(re —a — x)*
= (m—a-— x)2(7“2 —a— a:)2 [.1‘2 — (r1+r2 +4a)x + rire — ary — ary + 3ar; + 3arg — 5@2]

Le discriminant associé a I'équation de second degré est A = (ry + ro + 4(1)2 —4(ryrg — arg — arg +
3ary + 3arg — 5@2) =(r — r2)2 + 364>, d’our :

2 rE 2

x = (21,2, ..., x6) est un vecteur propre associé a la valeur propre r; — a si, et seulement si,
( 6
a E T; =0

( E l“z> (r1—r2)zs

(Z x) (r1 — r2)Ts
(Z m) (r1 —79)T6

Donc z; = 9 = 23 = 0 et par suite r1 + xo + a3 = 0.

1
-1
D'ou E,,_4 = Vect O
0
0
0
0
0
1
-1

7“1+7“2+4a+\/(7“1—7“2)2+36a2 5= T1+r2+4a—\/(7“1—r2)2+36a2

o O o O

De méme, E,,_, = Vect

o= O O O




Soit 0 € {o, B} et & = (21, x2, ..., x6) un vecteur propre associé, on obtient alors le systeme :
6
(ri —60—a)x; +a2xi =0
i=1

6
(rl—e—a)$2+a2:pi =0
i=1
6
(rq —9—@):@,%—@2% =0
i=1

6
(TQ—H—a)m—i-aZa:i =0

’izl
(7’2—9—0,).%54-0,2331‘ =0

izl
(rg—G—a)a:@-—i—aZmi =0

i=1

o 1 1 1 1 1 1

D’ou <r1 a0 —a -0 —a g0 —are—0—a 1 —9—@) est un vecteur propre as-
socié a 6.

(b) Application numérique :
Sp(INV) = {—5,-3,3,7} avec —5 et 3 sont des valeurs propres doubles. Une base de vecteurs propres
est donnée par (vy, v2, v3, v4, Us, Ug) OU :

1 1 -3
-1 0 -3
0 -1 -3
E_5 = Vect(v1,v2) = Vect ol ol E_3 = Vect(vs) = Vect( 1 )s
0 0 1
0 0 1
0 0 1
0 0 1
0 0 1
Es = Vect(vy, v5) = Vect( N ), E7 = Vect(vg) = Vect( 3 )
0 0 3
—1 1 3
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